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摘要 : 对 于 给 定 的 自然 数 浆 , 太 , 且 天 三 2,Smarandache Ceil 函 


maxfxz:x EN: 和 | 71。 文中 基于 > Si(d 


圳 也 


= gp(7m) 的 可 解 性 ,证 明了 该 方程 有 仅 有 限 个 正 整 
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和 数 的 对 偶 函 数 (7 门 定义 为 3( 门 = 


) 的 可 乘 性 并 运用 初等 方法 分 类 讨 ; 仓 研 究 了 方程 > Si(d 


可 也 


数 解 , 并 给 出 了 该 方程 的 所 有 正 整 数 解 。 
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Abstract: For any positive integer mn 大，and 三 2,the dual of the Smarandache Ceil function is defined as S,( 7m) = 


max{fx:x e N: 和 | 岂 .，Based on the multipliable property of > Si 人 
圳 也 


sovability of the equation > Si (dg) 


可 并 
integer solutions . 


d) and elementary method，in this paper the 


= ol(m)j is studied，and it is proved that the equation has only finite positive 
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1 5 引言 及 结论 

数论 函数 一 直 以 来 都 是 数论 研究 中 的 一 项 重要 
研究 课题 。 近 些 年 ,许多 学 者 专注 于 研究 Smaran- 
dache 本 数 的 算术 性 质 , 许多 有 价值 的 研究 成 果 对 
数论 发 展 起 到 了 重要 的 作用 。 其 中 F. Smarandache 
教授 提出 的 问题 和 猜想 "中 给 出 了 著名 的 Smaran- 
dache Ceil 函数 S,(m) ,其 定义 如 下 : 对 于 给 定 的 自 
然 数 ”上 且 开 三 2 
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Si 人 (nm = minfxzx eN:mlx]。 
关于 这 一 本 数 的 性 质 , 一 些 学 者 获得 了 有 意义 的 研 
究 成 果 ?  。 另 外 ， 文 献 团 定义 了 各 种 
Smarandache 函数 的 对 偶 函 数 , 其 中 %( 7) 的 对 偶 画 
数 Si(m) 定义 为 

SP) = maxfxzxz eN: 太 1 人 。 
容易 证 明 这 两 个 函数 都 是 可 乘 本 数 .关于 S (mn) 的 
一 些 初等 性 质 , 文 献 名 也 进行 了 讨论 ,并 给 出 了 一 
些 有 趣 的 结论 

本 文 利 用 初等 方法 研究 了 一 个 包含 S,(z) 妈 
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Euler 本 数 方程 的 可 解 性 ,并 给 出 了 该 方程 的 所 有 正 
整数 解 ,具体 地 说 即 证 明了 下 面 的 定理 。 


定理 1 设 "” 尖 是 自然 数 , 且 大 > 2, 则 方程 
之 sd = 9 人 (D) 
的 所 有 正 整数 解 如 下 : 


(ID 当 上 =2 或 3 时 ,方程 (1) 有 且 只 有 整数 解 
刀 .=1;3),8; 

(ID) 当 大 三 4 时 ,方程 (1) 有 且 只 有 整数 解 = 
1,3,8),24。 


2 定理 1IL 的 证 明 


本 节 完成 定理 1 的 证 明 。 
首先 ,Sm) 是 可 乘 函 数 ,由 可 乘 西数 的 性 质 知 
3 d) 是 可 乘 本 数 ,现在 分 如 下 几 种 情况 来 证 明 


我 们 的 结论 。 
(a) 当 ”= 1 时 ,对 所 有 的 大 = 2,m = 1 都 满足 


公式 (1) 。 
(b) 当 #” = 六? 时 ,其 中 1 大 ww 和 上 -1)j 是 素数 。 
由 画 数 S,(z) 的 定义 ,有 
> 5S(d) =S(1) +S(p) + 人 +S(p) =a+l 
(2) 
及 
op(P) = Po (PIH。 (3) 


当 大 = 2 时 ,由 1 和 ww 和 4&-1 知 ww =1, 此 时 ca 
+1 =2。 于 是 由 于 p“…(p -1) = 2 当 且 仅 当 P = 3， 
所 以 只 有 7 = 3 是 方程 (1) 的 解 .又 易 证 当 太 = 2 时 ， 
对 任意 的 P > 3, 都 有 > Si(d) < ep(z?) 。 
当天 -3 时 ,由 1<w<k_1 知 a = 1),2。 此 时 
由 方程 (1) 得 pz -1 = 2 或 者 pz(P - 1) = 3, 这 种 情 
况 只 有 Pp =3,a = 1 成 立 , 即 只 有 ”= 3 是 方程 ( 1) 
的 解 。 同 样 易 证 , 当 大 = 3 时 对 任意 的 > 3 都 有 
之 吕 ( 风 < p(Pp?) 。 
当天 记 4 时 ,因为 1 大 w 大 大 -1 所 以 有 a = 1， 
2;3,…, -1。 由 方程 (1) 得 zz-1=2;:p(P-1) = 
3 六 (PP -1 =4 5p(Pp-1) = 经 检验 可 得 m” 
= 3,2” 是 方程 (1) 的 解 ， ee 
4, 只 要 岂 > 2 或 Co 


( 亲 当 二 下 着 风 交 瑟 5 全 其 币 下 二 下 
5 172 时 ,由 之 3(4 ) 的 可 乘 性 可 得 


人 Si(d) 所 = > Si(d ) > Si 路 …> Si 人 (dg 二 


中 plcl 吉 p2a2 吉 P1o7 


< pp") 。 
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一 365 一 
al +1l)(a+l)…(a+1l)， 
而 
om =Pe (P-L 
PP (Pa 1) Di (六 到 1) ， 
由 (b) 知 , 若 上 = 2 或 3, 只 有 7 =3 是 >S(d) = 


dlpa 


o(P?) 的 解 , 更 有 当 P > 3 时 , 都 有 Si (qd < 


dlpa 


e(p?) ,所 以 经 检验 ! 只 能 等 于 2 
若 上 >4 =3 和 7 =2 都 满足 》S(d) = 


o(P?) ， 人 若 ” > 2 或 p > 3, 有 不 等 式 
之 Si(d4 < ol(p") ,所 以 经 验证 = 3 = 2 = 


3 "2”= 24 是 方程 ( 1) 的 解 。 
(d) 当 ”= p“;,a = 了 是 素数 时 ,不 妨 把 ” 写 为 
= po 其 中 =10 三 8B < 旋 所 以 


S(dg =S( +S(D Te+S(pD + 
dpha+B 
S (DO) 十 …， + 5 (p2 
S (pp 十 … + 3 (PK -0 
Se) (De TS 人 (pe) + 
( 


1+ 二 1+ 只 十 全 万 十 了 肝 二 二 D 二 二 
天 天 天 
Re 十 …， 十 忆 -1 二 本 十 。…. 十 鸭 二 
天 | 


+(1+B)p， 


有 (1+P+… 
即 
S( 人 = 人 (1+ 同 mr 人 


dpha+B 
而 
of(pe) 莹 Per 人 (Pp 3 1) ( 5) 


在 式 (4) 及 式 (5) 的 左右 同时 乘 以 ”二 


5 (6) 
式 (5) 右边 变 为 
Peerp-1(D 1) 2 (7) 


于 是 式 (4) 与 式 (5) 相等 的 解 便 等 价 于 解 方程 
0 
当 上 = 2 时 ,代入 式 (8) 得 
2 可 必 = ef( 人 (PDT ， 
(9) 


所 以 有 P = 2,a = 1 否则 左边 为 分 数 , 右 边 是 整数 。 


一 366 一 


因 1 和 8 大 -1 有 B =0 或 1. 若 8 = 0, 代 入 式 (9) 
左边 等 于 2 , 右边 等 于 1; 若 8 = 1, 代 入 式 (9) 左边 等 
于 3 ,右边 等 于 2 .所 以 方程 无 解 , 且 易 证 当 上 = 2 时 ， 
ee > 2， 有 式 (8) 左边 小 于 右边 ,， 即 


> Si( < op ( pe 9) 


ea 
3 (Ba 于 到 
( 10) 
同 理 有 p 二 3 ，aw 二 1. 而 B 二 0,1,2, 代 入 式 (9) 的 右 
边 大 于 等 于 12 ,左边 小 于 等 于 8, 故 方程 无 解 , 且 易 
证 当 大 = 3 时 ,对 任意 的 ”> 3 有 式 ( 8) 的 左边 小 于 
右边 , 即 > Si(d) < op(P "2) 。 当 有 = 3 时 ,代入 式 


dpha+B 


到 划 约 


(10) 

有 P =2;:a =1 或 p =2,a =2, 否 则 左边 为 分 数 , 右 
边 是 整数 .而 且 其 中 8 = 0,1,2,3。 

(i) 当 P =2,a =1 时 ,代入 式 (8) 得 B+3 = 
2 72。 若 6 = 0, 上 式 左边 等 于 3 ,右边 等 于 4; 若 B = 
1, 上 式 左边 等 于 4, 右边 等 于 8; 若 6 = 2, 上 式 左边 
等 于 $, 右边 等 于 16; 若 8 = 3, 上 式 左边 等 于 6 , 右边 
等 于 32 ,所 以 方程 无 解 。 

(i 当 P =2,a =2 时 ,代入 式 (8) 得 86+4 = 
2 4。 若 6 = 0, 上 式 左边 等 于 4, 右边 等 于 8; 若 B = 
1, 上 式 左边 等 于 5 , 右边 等 于 16; 若 8 = 2, 上 式 左 边 
等 于 6, 右边 等 于 32; 若 8 = 3, 上 式 左边 等 于 7, 右边 
等 于 64 ,所 以 方程 无 解 。 

而 且 , 当 大 = 4 时 ,对 任意 的 p 


4- 一 +(B+l)(P-H = 产 (P 


三 3, 式 (8) 左边 


小 于 右边 .因为 
paererl(p -1)2 -4 人 > 
Ber8-1( -1)? -(B+1) (PP -1) 一 4 > 0， 


当 = 5 时 ,对 于 方程 (6) 有 
4- 革 +(B+D(p-D <k+(B+rl(p-D < 
忆 


上 ++(p-1) = 急 。 
故 式 (6) 除 以 了 小 于 心 而 式 (7) 除 以 得 
puere2(p -1)2 > 事实 上 ， 仿 凡 有 人 = 
prDee-2(D 12 有 (有 > 0; 所 以 几 月 单调 弟 
增 * 而 上 = 5 时 JW > P” -5 > 0 所 以 
OrDesp-2( 有 -1T) “> 天。 因此 
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人 
P 
Perp-1(D 加 1) 2 
即 式 (6) 小 于 式 (7)， 故 式 (4) 小 于 式 (5) , 即 
5 = 
dpPha+B D -1 
of( Per) 生 Peer6 (pp 2 1) 
综 上 得 , 当 ”= p*;,a = 15p 是 素数 时 , 方程 无 


+ Bp” < 


解 。 
人 ej 当 ” = 记 “p2 2 
…51) ,p;, 是 素数 ， 由 记 Si(d 


论 知 方程 (1) 无 解 。 

( 引 当 半 = 六 PP pePhaca Di 
时 ,其 中 ww 三 pi = 1);2) 1) 1 拓 w <AI+1l 去 
和 1 + ,PP 是 素数 , 当 大 大 4 时 ,由 前 面 讨论 , 各 种 
情况 都 加 以 验证 得 只 有 7” = 1;,3,8,24 是 解 ; 当 大 = 
时 ,有 >》 Si(d) 大 /+ 已 故 方程 ( 1) 


dpoi 
无 解 。 
定理 证 毕 
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